
فصل صفر
قدرمطلق و جزءصحیح

7 	1 درس 1: قدر‌مطلق	
9 	17 درس 2: جزء صحیح	

فصل اول
تابــع 

فصـل 5 ریاضــی دهـــم
فصـل 3 ریاضـی یازدهـم
فصـل 1 ریاضـی دوازدهم

12 	52 درس 1: رابطه و بازنمایی‌های یک رابطه	
16 	90 درس 2: مفهوم دامنه و برد ـ تعیین دامنه	
23 	150 درس 3: انواع تابع	
29 	203 درس 4: انتقال نمودارها 	
37 	246 	x3 درس 5: معرفی توابع چندجمله‌ای و بررسی
41 	268 درس 6: اعمال جبری روی توابع	
44 	295 درس 7: ترکیب توابع	
53 	365 درس 8: یکنوایی )توابع صعودی و نزولی(	
58 	406 درس 9: تابع یک‌به‌یک	
60 	424 درس 10: وارون تابع و تابع وارون	
70 	502 درس 11: تعیین برد تابع	

فصل دوم
مثلثات 

فصل 2 ریاضــی دهــــم
فصل 4 ریاضــی یازدهـم
فصل 2 ریاضـی دوازدهم

77 	551 درس 1: واحدهای اندازه‌گیری زاویه )درجه و رادیان(	
79 	565 درس 2: نسبت‌های مثلثاتی در مثلث قائم‌الزاویه	
83 	601 درس 3: دایرهء مثلثاتی و علامت نسبت‌های مثلثاتی	

در ربع‌های چهارگانه
87 	635 درس 4: اتحادهای اولیه ‌	
91 	666 درس 5: زاویه‌های ترکیبی	
94 	689 	 2a درس 6: کمان‌های 
100 	739 درس 7: تابع متناوب	
102 	760 درس 8: رسم نمودار توابع مثلثاتی سینوس و کسینوس	
106 	801 درس 9: تانژانت 	
110 	830 درس10: معادلهء مثلثاتی	

فصل سوم
حد و پیوستگی 

فصل 6 ریاضــی یازدهـم
 فصل 3 ریاضـی دوازدهم

120 	893 درس 1: تقسیم چندجمله‌ای‌ها	
121 	910 درس 2: همسایگی 	
123 	923 درس 3: فرایندهای حدی و قوانین محاسبهء حد	
129 	978 	 ( )oÿÅ

oÿÅ درس 4: رفع ابهام صفر‌صفرم
139 	1050 درس 5: حد بی‌نهایت	
143 	1084 درس 6: حد در بی‌نهایت	
148 	1134 درس 7: پیوستگی	

فصل چهارم
مشتق 

 فصل 4 ریاضـی دوازدهم

157 	1197 درس 1: آشنایی با مفهوم مشتق	
160 	1230 درس 2: قواعد مشتق‌گیری	
166 	1291 درس 3: مشتق‌گیری با چشم‌های باز	

)عامل صفرشونده ـ ساده‌کردن(
170 	1331 درس 4: معادلهء خط مماس بر منحنی 	
172 	1349 درس 5: مشتق چپ و راست ـ مشتق‌گیری در حضور	

براکت و قدرمطلق
177 	1386 درس 6: پیوستگی و مشتق‌پذیری )در نقطه و بازه(	

شمارۀ صفحهشمارۀ پاسخ



فصل چهارم
مشتق 

 فصل 4 ریاضـی دوازدهم

179 	1399 درس 7: نقاط مشتق‌ناپذیر ـ نقاط گوشه‌ای ـ مماس قائم	
184 	1448 درس 8: دامنه و نمودار تابع مشتق 	
186 	1466 درس 9: مشتق تابع مرکب	
190 	1499 درس 10: آهنگ تغییر	

فصل پنجم
کاربـرد مشتـق 

 فصل 5 ریاضـی دوازدهم

194 	1537 درس 1: بررسی یکنوایی تابع به کمک مشتق	
197 	1563 درس 2: اکسترمم‌های نسبی	
203 	1600 درس 3: نقطهء بحرانی	
208 	1630 درس 4: اکسترمم‌های مطلق	
212 	1656 درس 5: بهینه‌سازی	

فصل ششم
هندسه )تفکر تجسمی و ...

فصل 6 ریاضـی دوازدهم

219 	1705 درس 1: تفکر تجسمی	
224 	1748 درس 2: بیضی	
229 	1788 درس 3: دایره	

فصل هفتم
احـتمـال 

فصل 7 ریاضــی دهــــم
فصل 7 ریاضــی یازدهـم
فصل 7 ریاضـی دوازدهم

239 	1863 درس 1: فضای نمونه‌ای و پیشامد	
240 	1882 درس 2: احتمال رخداد یا پیشامد	
246 	1942 درس 3: قوانین احتمال	
249 	1966 درس 4: احتمال شرطی	
252 	2001 درس 5: پیشامدهای مستقل	
256 	2043 درس 6: قانون احتمال کل	

فصل هشتم
معادلۀ درجه‌دوم و سهمی 

فصل 4 ریاضــی دهــــم
فصل 1 ریاضــی یازدهــم

260 	2083 درس 1: معادلهء درجه‌دوم	
272 	2181 درس 2: سهمی	

فصل نهم
معادله، نامعادله و تعیین علامت

فصل 1 ریاضــی یازدهــم

282 	2248 درس 1: معادلات گویا	
285 	2265 درس 2: معادلات رادیکالی	
288 	2287 درس 3: تعیین علامت	
293 	2324 درس 4: معادلات قدرمطلقی	

فصل دهم
هندسۀ تحلیلی

فصل 1 ریاضــی یازدهــم

298 	2357 درس 1: یادآوری و تکمیل معادلهء خط	

فصل یازدهم
توابع نمایی و لگاریتمی

فصل 5 ریاضــی یازدهــم

309 	2452 درس 1: تابع نمایی	
315 	2494 درس 2: تابع لگاریتمی	
318 	2523 درس 3: ویژگی‌های لگاریتم 	
321 	2560 درس 4: معادلات لگاریتمی	
324 	2585 درس 5: کاربرد توابع نمایی و لگاریتمی	



فصل دوازدهم
توان‌های گویا و عبارت‌های جبری

فصل 3 ریاضــی دهــــم

326 	2603 درس 1: توان و ریشه 	
327 	2621 درس 2: رادیکال و توان‌های گویا	
329 	2637 درس 3: اتحادها	
333 	2676 درس 4: گویاکردن مخرج‌کسرها	

فصل سیزدهم
مجمــوعه و بــازه
فصل 1 ریاضــی دهــــم

336 	2700 درس 1: مجموعه‌های اعداد، بازه، مجموعه‌های متناهی	
و نامتناهی

338 	2724 درس 2: مجموعهء مرجع و متمم	
340 	2737 درس 3: تعداد اعضای مجموعه	

فصل چهاردهم
الــگو و دنبالــه

فصل 1 ریاضــی دهــــم

342 	2759 درس 1: الگوهای هندسی	
347 	2803 درس 2: دنبالهء حسابی	
350 	2842 درس 3: دنبالهء هندسی	

فصل پانزدهم
شمارش، بدون شمردن

فصل 6 ریاضــی دهــــم

355 	2890 درس 1: شمارش	
358 	2930 درس 2: جایگشت	
360 	2965 درس 3: ترکیب	
365 	3020 درس 4: جایگشت با حضور اشیای تکراری	

فصل شانزدهم
آمـــار

فصل 7 ریاضــی دهــــم
فصل 7 ریاضــی یازدهــم

367 	3045 درس 1: مقدمه‌ای بر علم آمار	
367 	3054 درس 2: شاخص‌های مرکزی	
370 	3082 درس 3: شاخص‌های پراکندگی	

فصل هفدهم
هـنـدسـه

فصل 2 ریاضــی یازدهـم

376 	3148 درس 1: ترسیم‌های هندسی	
380 	3177 درس 2: استدلال	
381 	3187 درس 3: نسبت و تناسب ـ قضیهء تالس	
385 	3227 درس 4: تشابه مثلث‌ها	
387 	3245 درس 5: نسبت مساحت‌ها	
392 	3275 درس 6: روابط طولی مثلث قائم‌الزاویه	
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40640

باشد،  تابع  باید   f a b= - -{( , ) , (a , ) , ( , a ) , ( , ) , ( , )}3 2 5 3 2 1 4
2 اولاً

a باشد: a2 2- = ) داریم، پس باید , )3
2a a- ) و , )3 2 پس چون

 a a
a
a

a c b2
2 0

1

2
- - = ¾ ®¾¾¾

= -
=

ì
í
î

+ = �

a را قرار می‌دهیم و f را بررسی می‌کنیم: = a و1- = 2 مقدار

 a f b= - Þ = - -1 3 2 1 5 3 2 2 1 4{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} �

) داریم پس f تابع نیست. , )-1 5 ) و , )-1 4 چون
 a f b= Þ = -2 3 2 2 5 3 2 2 1 4{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} �
) داریم پس باید , )b 2 ) و , )3 2 f تابع است و ثانیاً برای یک‌به‌یک بودنش چون

. ( , )2 3 ) می‌شود , )a b b باشد، پس دوتایی مرتب = 3
پس 40740 است،  شده  وصل   3 به   2 1a + از و   a -1 از چون 

این‌ها باید با هم برابر باشند:
 y y x x a a a

1 2 1 2
1 2 1 2= Þ = Þ - = + Þ = - �

نباید   b است،  b وصل شده  به   a = -2 از حالا چون 
و  a = -2 پس نداریم(،  تکراری  دوم  )مؤلفهء  باشد   3

. تابع را هم ببینید: b ¹ 3

، b a¹ -1 a و = -2 نظرتان در مورد این گزینه چیست؟ 
این هم درست است!

نمودار هر کدام از گزینه‌ها را رسم می‌کنیم:40840

 y x= - +2
1

یک‌به‌یک نیست.

 y x= - +( )1 2
3

یک‌به‌یک است.

 y
x x

x x
=

<

³

ì
í
ï

îï

2
0

0

یک‌به‌یک نیست.

 y x x x
x x

= + ³
+ <

ì
í
ï

îï

2
2 1

5 1

یک‌به‌یک نیست.

f را رسم می‌کنیم:40940 x x( ) | |= 3 نمودار تابع

SLvºHn  nHj¼µº  Âÿ¹¶  Sµv¤
´Ã¹¨ïÂ¶  ¾¹Äo¤  IÀ   n¼d¶  ¾M  x¾ ®®¾¾¾¾¾¾¾

y همان x= | |3 y وارون‌ناپذیر است. حواسمان هست که x= | |3 پس تابع

y است! x x= 2 | |
کدام 41041 ببینیم  که  می‌کنیم  بررسی  را  گزینه‌ها  از  کدام  هر 

y نمودار تابع را رسم می‌کنیم: x x= - 2 | | یک‌به‌یک است. برای بررسی

 y x x
x y x x x
x y x x x

= - Þ
³ = - = -
< = + =

ì
í
î

2
0 2

0 2 3
| | �

 Þ =
- ³

<
ì
í
î

y
x x
x x

0

3 0
 �

y یک‌به‌یک نیست. x x= - 2 | | پس تابع
 x Î[ , )0 1 y یک‌به‌یک نیست چون به ازای x x= [ ]
یک‌به‌یک   y x x= -[ ] است. صفر  برابر  مقدارش 
برابر   y مقدار اعداد صحیح  تمام  ازای  به  نیست چون 
برای  است.  y یک‌به‌یک  x= | x ولی| صفر می‌شود 
این‌که مطمئن شویم کافی است نمودارش را رسم کنیم.



59فصل اول: تابع

نمایی 41141 )تابع   y x= 2 تابع یادمان هست  قبل  از  در   
تابع در  است.  یک‌به‌یک  پس  است  صعودی  اکیداً   )1 از  بزرگ‌تر  پایهء  با 

y )مبنا 10 است( اکیداً صعودی است پس یک‌به‌یک است. = logx
 [ ]x و صعودی  اکیداً   x )چون  است  صعودی  اکیداً   x x+ [ ] تابع در 

با کمی دقت داریم: صعودی است( پس وارون دارد. اما در 

 2 4

2
2

2x
x

x+
+

¹ - �
که تابعی ثابت و غیر یک‌به‌یک است و تابع وارون ندارد.

گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:41241

x2 و هم x هم y با توجه به دامنهء تابع یعنی³0 x x= +2 2 در 
جواب  پس  است.  یک‌به‌یک  و  یکنوا  اکیداً  تابع  پس  صعودی‌اند.  اکیداً   2 x

. بقیهء گزینه‌ها را هم بررسی کنیم: می‌شود 

x داریم: = 2 x و = 1

4
y مثلاً به ازای x

x
= +2

1 در

 x y= Þ = + = + =1

4
2
1

4
4

1

2
4

9

2
( ) �

 x y= Þ = + = + =2 2 2
1

2
4

1

2

9

2
( ) �

پس به ازای دو مقدار y ،x یکسان داریم. پس یک‌به‌یک نیست.
با رسم نمودار تابع داریم: در 

keH»    ÏI£TºH
¸ÃÄIQ  ¾M

2¾ ®¾¾¾¾

Âÿ¹¶    IM  ÁIÀïSµv¤  ·jo¨ï¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº
y

x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾

y یک‌به‌یک نیست. x= -| |2 حالا با توجه به نمودار، تابع
x مقدار y برابر صفر می‌شود  = x و1 =0 y هم به ازای x x= - ، در 

پس تابع یک‌به‌یک نیست.
باید ببینیم کدام‌یک از تابع‌ها یک‌به‌یک هستند. در 41341

y یکسان دارد  = -1 x مقدار = -1 x و = y به ازای1 x x= -4 2
2 یعنی

  در زوج  درجهء  با  توابع  که  داشتیم  هم  درس‌نامه  در  نیست.  یک‌به‌یک  پس 
یک‌به‌یک نیستند.

پس  است   k برابر   k x k£ £ ازای1+ به  که  هم   y x= [ یعنی[
یک‌به‌یک نیست.

صفر  برابر   x = 3 و  x =0 ازای به   y مقدار   y x x= -3 2
3 یعنی در 

می‌شود پس این هم یک‌به‌یک نیست. نمودار این تابع را در فصل کاربرد مشتق 
یاد می‌گیریم.

y برای دلیلش هم می‌توانیم  x x= + +3
. یعنی1 بنابراین جواب می‌شود 

بگوییم:

 f x x
g x x

y f g x( )
( )

( ) ( )=
= +

Þ = +
3

1

 kÃ¨H  Áj¼÷Å
 kÃ¨H  Áj¼÷Å

 kÃ¨H  Ájj¼÷Å �

 Þ = + +y x x3
صعودی اکید1 �

و چون تابع صعودی اکید است پس یکنوای اکید و در نتیجه یک‌به‌یک است.

نمودار تابع از دو قسمت 41441
خطی ساخته شده است.

و  ( , )1 4 نقطهء دو  با  را   y x= + 3 الف(
) می‌کشیم. , )2 5

نقطهء دو  با  را   y x b= +2 قسمت ب( 
) می‌کشیم: , )1 2b + ) و , )0 b

تست از ما خواسته تابع یک‌به‌یک باشد.
، از  ( , )1 2b + اما در حالتی که نقطهء توخالی
) بالاتر برود، دیگر تابع یک‌به‌یک  , )1 4 نقطهء

نیست. ببینید:
 b + 2 است لازم  یک‌به‌یک‌شدن  برای  پس 

کم‌تر از 4 یا مساوی آن باشد:
 b b+ £ Þ £2 4 2 �
b مناسب است. = و در بین گزینه‌ها فقط1

41541y به ما x ³ 2 ضابطهء بالایی برای
های بزرگ‌تر یا مساوی 3 را می‌دهد:

y ، x < 2 پس ضابطهء پایین باید طوری باشد که برای
 ، x + 2 x2 و 1- ، x3 های بیشتر یا مساوی 3 ندهد.

این‌طور نیستند اما x خوب است. ببینید:

 

نمودار تابع را رسم می‌کنیم:41641

 f x x a
x x a

(x) = ³
+ <

ì
í
ï

îï

2

2 1

�

به شرطی   f نمودار که در سه حالت رسم شده، می‌بینیم که  به  توجه  با  حالا 
 a a a a2 2

2 1 2 1³ + Þ - ³ a باشد:� a2
2 1³ + یک‌به‌یک است که

امتحان  را  گزینه‌ها  است  کافی  کنیم،  را حل  به‌دست‌آمده  نامعادلهء  نیست  لازم 
a برقرار است  = 5

2
a فقط به ازای a2

2 1- ³ کنیم. در بین گزینه‌ها نامساوی
. پس جواب می‌شود 

یک‌به‌یک نیست.
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f یک سهمی است که طول رأسش41741 x x x( ) = - +2
3 5 تابع

x است و چون نمودار تابع نسبت  b
a

= - = - - =
2

3

2

3

2
برابر

x متقارن است پس تابع در بازه‌ای که شامل دو  = 3

2
به خط

نباشد(،  بازه  درونی  نقطهء   x = 3

2
)یا نباشد   x = 3

2
طرف

. [ , ]-7 1 یک‌به‌یک است که با توجه به گزینه‌ها می‌شود بازهء

اول ضابطهء تابع را ساده می‌کنیم.41841
 f x x x x x x x( ) ( ) ( )= - + + = + - +1 3 2 3

2 �

 Þ = + -f x x x( ) 2
3 3 �

 f x x x( ) = + -2
3 3 تابع رأس  طول  حالا 

تابع  چون  و   x b
a

= - = -
2

3

2
با: است  برابر 

است پس حداقل  یک‌به‌یک   [ , )a + ¥ بازهء در 

. a = - 3

2
مقدار a برابر می‌شود با

41941

یک  )که  را   y x x= - +2
4 3 تابع نمودار 

سهمی است( رسم می‌کنیم:
 S A( , ) , ( , )2 1 0 3- � 

رأس  چون  و  گزینه‌های  مورد  در 
x درون این بازه‌ها قرار دارد،  = 2 سهمی یعنی
هم شکل  سهمی یک‌به‌یک نمی‌شود. برای 

را ببینید:
نمی‌شود.  یک‌به‌یک  سهمی  هم  نمودار  این  در 
در   f تابع  چون   . می‌شود  جواب  پس 

مجموعهء داده‌شده یک‌به‌یک است.
42042 روی ب��ر   f x a x x a( ) ( )= - - + +1 2 4

2 ت��اب��ع
x2 باید برابر صفر شود )چون  یک‌به‌یک است، پس نباید درجه‌دوم باشد و ضریب 
 a = نمودار تابع درجه‌دوم یک سهمی است که روی یک‌به‌یک نیست(، یعنی1
 af ( ) ( ( ) )2 1 2 2 5 1= ´ - + = . بنابراین:� f (x) x= - +2 5 و در نتیجه

نمودار هر دو تابع را رسم می‌کنیم:42142

 f x x x( ) x(x )= - - = - +4 4
2 �

 Âµ¿w táHn  »  IÀ  n¼d¶  IM  jn¼ioM  Þ ( , ) y ( , )2 4 0 0 �

Þ
�

 g x x( ) | |= - +3 2 �

keH»   ÏI£TºH
SwHn  ¾M

3¾ ®¾¾¾¾

 

2 ÏI£TºH
¯IM  ¾M  keH»¾ ®¾¾¾

] یک‌به‌یک هستند. , ]-1 2 حالا با توجه به نمودارها هر دو تابع در بازهء

f را رسم می‌کنیم:42242 x x x( ) | | | |= + - -1 1 نمودار تابع
 f x x x( ) | | | |= + - -1 1 �

 A B( , ) , ( , )- - - -2 2 1 2 �
 C D( , ) , ( , )1 2 2 2 �
بازهء در  تابع  نمودار  می‌بینیم  که  همان‌طور 
 b a- ] یک‌به‌یک است پس حداکثر , ]-1 1
] یک‌به‌یک باشد  , ]a b برای آن‌که تابع در بازهء

.1 1 2- - =( ) برابر است با:

yهای 42342 تمام   ، x دامنهء0> با   ، -x2یعنی پایین  ضابطهء 
خودش  و  ندهد  منفی  yهای  اصلاً   g x( ) باید پس  می‌کند.  تولید  را  منفی 

مناسب است.  یک‌به‌یک باشد. در بین گزینه‌ها، 
نمودارها را ببینید:

g هم yهای منفی دارد.g یک‌به‌یک نیست.

این خوب است.هم یک‌به‌یک نیست هم برد تکراری دارد.

را که در درس‌نامه داشتیم 42442 و   ، گزینه‌های 
همان‌طور که در درس‌نامه گفتیم اگر f تابعی غیر یک‌به‌یک  اما در مورد 
f به شرطی  -1 f )یعنی وارون آن( تابع نیست. پس اگر f تابع باشد، -1 باشد،

تابع است که f یک‌به‌یک باشد.
42542 f = - - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 3 1 3 4 4 3 داریم: �

f و در نتیجه: - - =1
3 4( ) f و ( )3 4= پس

 2 3 3 2 4 4 12
1f f- - + = + =( ) ( ) ( ) �

f را به دست می‌آوریم:42642 -1 اول
 f = - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 0 1 2 0 1 2 1 �

 f - = - -1
0 1 2 1 1 0 1 2{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} �
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 f
f -

= -
-

-
1

1
0

2
1

2

0
0

1

1
2

1

1
{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} f را پیدا می‌کنیم: �

f -1 حالا

x تعریف‌نشده است؛ پس: = f به ازای1
f -1 حواسمان هست که

 f
f -

= - - -
1

1 0 0 1 2 1{( , ) , ( , ) , ( , )} �

f سه زوج ‌مرتب دارد.
f -1 یعنی

f دو زوج ‌مرتب و رابطهء 42742 a b= +{( , ) , ( , )}2 1 3 رابطهء 

f هم دو زوج ‌مرتب دارد. پس هر کدام از  a c d b- = - + -1
1 1 2{( , ) , ( , )}

f باشند )یعنی در زوج‌ مرتب f باید وارون یکی از زوج‌ مرتب‌های  زوج مرتب‌های1-
f جای x و y زوج ‌مرتب f عوض شود(، پس: -1

) )الف , ) ( , )2 1 1 1a a c+ ¬ ®¾ - +·»nH» Þ
= +
+ = -

ì
í
î

Þ
2 1

1 1

c
a a

غیرممکن �

) )ب , ) ( , )2 1 2a d b+ ¬ ®¾¾ -·»nH» Þ
= -
+ =

ì
í
î

Þ =
2 2

1
4

b
a d

b �

 ( , ) ( , )b a c3 1 1
·»nH»¬ ®¾¾ - + �

 Þ = +
= -

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾

=
=

¾ ®¾¾ == + =b c
a

c
a

db a d1

3 1

1

4
5

4 1 �

 4 4 1 5 14+ + + = a برابر است با: � b c d+ + + پس
برای 42842  f تابع  نمودار  به  توجه  با 

پیدا   f نمودار  روی  نقطه‌ای  باید   f - -1
5( ) پیدا‌کردن

5- باشد؛ یعنی معادلهء خطی را  کنیم که عرضش برابر
) می‌گذرد: , )- -1 4 ) و , )0 2- بنویسیم که از

 ( , ),( , ) ( )
0 2 1 4

4 2

1 0

2

1
2 2 2- - - Þ =

- - -
- -

= -
-

= Þ = -m y x �

. f - - = -1
5

3

2
( ) x یعنی = - 3

2
2 باشد که می‌شود 2 5x - = - بنابراین باید

 ( , )0 2- f هم باید معادلهء خطی را بنویسیم که از نقاط -1
4( ) برای پیدا‌کردن
) می‌گذرد: , )2 0 و

 ( , ) , ( , ) ( )
0 2 2 0

0 2

2 0
1 2- ¾ ®¾ =

- -
-

= Þ = -f m y x �

f بنابراین  - =1
4 6( ) x و در نتیجه = 6 x باشد یعنی - =2 4 بنابراین باید

 f f- -- + = - + = - + = =1 1
5 4

3

2
6

3 12

2

9

2
4 5( ) ( ) / داریم:�

42942 . f - =1
21 4( ) و  f - =1

6 1( ) می‌دانیم که  همان‌طور 
و  ( , )1 6 نقطهء دو  از   y ax b= + یعنی خط  ، f ( )4 21= و  f ( )1 6= پس

) می‌گذرد: , )4 21

 ( , ) , ( , )1 6 4 21
21 6

4 1
5 5 1Þ = -

-
= Þ = +KÃ{ m y x �

 a = 5 f باشد و در نتیجه x x( ) = +5 f باید به شکل1 x ax b( ) = + پس
. b = 1 و

) می‌گذرد. پس نمودار 43043 , )a a+ 2 f از نقطهء -1 نمودار تابع
) می‌گذرد، در نتیجه: , )a a + 2 تابع f از نقطهء

 y x
x

a a
a

a a= -
-

¾ ®¾¾¾ + = -
-

+4

2 1
2

4

2 1

2( , ) �

 Þ + - = - Þ - + - = -( ) ( )a a a a a a a2 2 1 4 2 4 2 4
2 �

 Þ + + = ¾ ®¾ + + =¸
2 2 2 0 1 0

2 2 2a a a a �

 Þ = - < ÞD ( ) ( ) ( )1 4 1 1 0
2 جواب ندارد. �
) نمی‌گذرد. , )a a + 2 پس به ازای هیچ مقدار a نمودار f از نقطهء

وارون43143 تابع  در  یعنی  xها  محور  و  تابع  وارون  برخورد  نقطهء 
چون و   x داریم0=  y x x= + -3

2 3 تابع خود  در  پس  باشد،   y =0
x پس وارون تابع محور xها را فقط در یک نقطه قطع می‌کند. y= Þ = -0 3

نقطهء43243  f -1 نمودار روی 

روی  باید   ( , )1

4
a نقطهء پس  داریم   (a , )1

4

نمودار f باشد: 

 f x x
x

f a
x

( ) ( )= - ¾ ®¾¾ = - =
=1 1

4

1

4

1

1

4

1

4 �

 Þ - = Þ = -1

2
4

7

2
a a �

f است، پس روی نمودار f باید نقطهء -1 ) روی نمودار , )0 b از طرف دیگر نقطهء
) را داشته باشیم: , )b 0

 ( , )
( )

b b
b

b b
b

f x x x0
1

0
1

0

1= -
¾ ®¾¾¾¾ - = Þ - = �

 Þ = ¾ ®¾¾ = Þ =b b b b1 1 1
2 3 ·H¼U �

 - + = -7

2
1

5

2
a برابر است با: � b+ پس حاصل

، حالا داریم:43343 g f= g وارون تابع f است، یعنی1-

 g f a f a a a( ) ( ) ( )6 6 6 6
1= = Þ = Þ + =- �

 ÁnHm¬jkø¾ ®¾¾¾ =a 4 �
 g f b f b b b( ) ( ) ( )12 12 12 12

1= = Þ = Þ + =- �

 ÁnHm¬jkø¾ ®¾¾¾ =b 9 �

f است. f- -+ = + =1 1
6 12 4 9 13( ) ( ) g یا همان g( ) ( )6 12+ پس

می‌کنیم43443 فرض   f x
x x

x x
( ) =

+ ³
+ <

ì
í
î

4 3 3

1 3
تابع در 

f باشد. پس هر کدام از  a( ) = -5 f باشد، در این صورت باید a- - =1
5( )

5- قرار می‌دهیم. مقدار به دست آمده برای a در صورتی قابل  ضابطه‌ها را برابر
قبول است که در محدودهء تعریف ضابطه باشد:

 x a a³ Þ + = - Þ = -3 4 3 5 2 غ‌ق‌ق �
 x a a< Þ + = - Þ = -3 1 5 6 ق‌ق �

. f a- = = -1
5 6( ) پس

x قرار دهیم داریم:43543 f= -1
3( ) اگر

 f f f f( ( )) ( ) ( )- - -= + -1 1 1
3 3 2 3 1 �

 Þ = - Þ =- -
3 3 3 1 3

4

3

1 1f f( ) ( ) �

 4
3

5
19

3
+ = f می‌شود. ( )3 f و مقدار x x( ) = + -4

3
2 پس1

f برابر برد f است. پس برای 43643 -1 می‌دانیم دامنهء
f باید برد تابع f را پیدا  (x) | x |= - +3 1 پیداکردن دامنهء تابع معکوس تابع
کنیم. می‌دانیم حاصل یک قدرمطلق همواره بزرگ‌تر یا مساوی صفر است، حاصل 

  همواره بزرگ‌تر یا مساوی صفر است، پس: x £ -1 | هم به ازای  x |-1
 | | | | | | ( )x x x f x+ ³ Þ - + £ Þ - + £ Þ £1 0 1 0 3 1 3 3 �
) است. , ]-¥ 3 f هم برابر بازهء -1 ) و در نتیجه دامنهء , ]-¥ 3 پس برد f برابر بازهء
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D یا همان برد f، می‌توانیم نمودار تابع f را هم 
f -1 برای پیدا‌کردن

رسم کنیم:

keH»    ÏI£TºH
Oa  ¾M

1¾ ®¾¾¾¾

 

  
keH»    ÏI£TºH

¯IM  ¾M
3¾ ®¾¾¾¾SLvº  ¾¹Äo¤

IÀ   n¼d¶  ¾Mx¾ ®¾¾¾¾

 

á¾¹¶Hj nj nHj¼µº
x£-¾ ®¾¾¾¾1

 

. ( , ]-¥ 3 ( برابر است با f -1 حالا طبق نمودار برد تابع f )یا همان دامنهء تابع

D و43743 R
g g- =1 g-1 را پیدا کنیم و چون باید دامنه و برد

g را پیدا کنیم: x x( ) = + -1 2 R پس باید دامنه و برد D
g g- =1

 g x x

x D

x x

g

g

( )

: : [ , )

:
: y R

= + - Þ

³ Þ + ¥

- ³ Þ - + ³
³ Þ =

1 2

2 2

2 0 2 1 1

1

¾¹¶Hj

joM
joM [[ , )1 + ¥

ì

í
ïï

î
ï
ï

�

g-1 فقط یک  R و در دامنه و برد
g- = + ¥1 2[ , ) D و

g- = + ¥1 1[ , ) پس
عضو صحیح غیرمشترک هست.

43843 ( , )1 0 f از نقاط -1 طبق شکل زیرنمودار تابع  

 ( , ) , ( , )1 0 4 2 ) می‌گذرد.پس ضابطه‌اش برابر است با: � , )4 2 و 

 Þ m )شیب( = -
-

=2 0

4 1

2

3
�

Þ = -y x2
3

2

3
�

اول ضابطهء خود تابع را پیدا می‌کنیم، تابع f پاره‌خطی است که از 
) می‌گذرد، پس: , )2 4 ) و , )0 1 نقاط

 ( , ) , ( , ) ( ) m0 1 2 4
4 1

2 0

3

2

3

2
1Þ = -

-
= Þ = +KÃ{ y x �

 y x x y= + Þ = -3

2
1

3

2
1 f را پیدا می‌کنیم: � -1 حالا ضابطهء

 Þ = - ¾ ®¾¾ = -«x y y xx y2

3

2

3

2

3

2

3
�

f را با انتقال نمودار 43943 x x( ) = + -1 2 اول نمودار تابع

y رسم  x= f رسم می‌کنیم و بعد قرینه‌اش را نسبت به خط x x( ) = تابع
f به دست آید: -1 می‌کنیم، تا نمودار

IÀ   n¼d¶  ÁITwHn  nj  SwHn  ¾M  keH»    ÏI£TºH
IÀ   n¼d¶ 

x
y

2

  ÁITwHn  nj  ¯IM  ¾M  keH»    ÏI£TºH  »1
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾

Þ

44044

 f x
x x

x x
( ) =

³

- <

ì
í
ï

îï

0

0
2

اول نمودار تابع

 ،f را رسم می‌کنیم. نمودار تابع معکوس
قرینهء نمودار آن نسبت به نیمساز ناحیهء 

اول و سوم است.
44144

که   f x x x( ) | |= تابع نمودار  اول 

 f x
x x

x x
( ) =

³

- <

ì
í
ï

îï

2

2

0

0

با است  برابر 

تابع ن��م��ودار  می‌کنیم.  رس��م  را 
y قرینهء نمودار f نسبت به  f x= -1( )

y است: x= خط

44244 f x( ) تابع نمودار 

قرینهء   f -1(x) تابع نمودار  داریم.  را 

 y x= خط به  نسبت   f تابع  نمودار 

برابر   f -1(x) تابع دامنهء  حالا  است، 

 f x- ³1
0( ) آن در  که  است  بازه‌ای 

. x ³ 2 باشد که می‌شود
نمودار44344 رسم  برای 

را   f نمودار  وارون  است  کافی   f -1

نسبت به نیمساز ناحیهء اول و سوم رسم 
کنیم:

2 را  1
1f x- -( ) حالا دقت کنید که ما

واحد  یک  را   f -1 باید پس  می‌خواهیم 
به راست برده و عرض‌ها را ۲ برابر کنیم:

که از ناحیهء دوم نمی‌گذرد.

آن44444 در  که  است  بازه‌ای  برابر   x f x- -1( ) تابع دامنهء 

 x f x³ -1( ، یعنی( x f x- ³-1
0( )

y در بازهء x= باشد. با توجه به شکل، خط

] بالای منحنی تابع قرار می‌گیرد. پس  , ]3 8

x برابر است با  f x- -1( ) دامنهء تابع
 . [ , ]3 8 بازهء
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تاب��ع44544 معک��وس  تاب��ع  پیدا‌ک��ردن  ب��رای 

] اولاً در مورد ضابطه مثل همان چیزی که  , ]-1 3 f با دامنهء x x( ) = +2 4

 y x x y x y
= + Þ = - Þ =

-
2 4 2 4

4

2
قبلاً گفتیم، داریم: �

 x y y x f x x« -¾ ®¾¾ = - Þ = -4

2

4

2

1( ) �

f همان برد f است پس باید  -1 f هم می‌دانیم که دامنهء -1 و ثانیاً در مورد دامنهء
] را پیدا کنیم: , ]-1 3 f و دامنهء x x( ) = +2 4 برد تابع f با ضابطهء

 - £ £ Þ - £ £ Þ £ + £1 3 2 2 6 2 2 4 10x x x �
 Þ £ £2 10f x( ) �
] است،  , ]2 10 f هم برابر بازهء -1 ] و در نتیجه دامنهء , ]2 10 پس برد f برابر بازهء

 f x x x- = - £ £1 4

2
2 10( ) , پس تابع معکوس f می‌شود: �

بعد از پیدا‌کردن ضابطهء تابع وارون یعنی

 f -1 دامنهء پیدا‌کردن  برای   f x x- = -1 4

2
( )

می‌توانیم نمودار تابع f را رسم و برد f را تعیین کنیم:
 f x x( ) , x [ , ]= + Î -2 4 1 3 �
 x y= - Þ = Þ -1 2 1 2( , ) �
 x y= Þ = Þ3 10 3 10( , ) �

هم   f -1 دامنهء پس   [ , ]2 10 با است  برابر   f تابع  برد  نمودار  به  توجه  با  حالا 
.2 10£ £x می‌شود

برای پیداکردن وارون یک تابع دوضابطه‌ای f در هر کدام 44644
از ضابطه‌ها:

الف( ضابطهء وارون را پیدا می‌کنیم )x را برحسب y پیدا و جای x و y را عوض 
می‌کنیم( و ب( برای هر کدام از ضابطه‌ها برد تابع f را با رسم نمودار پیدا می‌کنیم 

، ببینیم: f -1 که برابر می‌شود با دامنهء
 f

x x
x x

(x) =
- <
+ ³

ì
í
î

2 1 0

4 1 0
�

y )الف x x y x y
= - Þ = + Þ = +2 1 2 1

2

1

2
ضابطهء بالا:�

x y y x«¾ ®¾¾ = +1

2

1

2
�

) )ب , ) , ( , )0 1 1 3- - - Þ ) f دامنه ) x- < -1 1: �

y )الف x x y x y= + Þ = - Þ = -4 1 4 1
1

4

1

4
ضابطهء پایین:�

 x y y xÛ¾ ®¾¾ = -1

4

1

4
�

) )ب , ) , ( , )0 1 1 5 Þ ) ( Þ f دامنه x- ³1 1: �

f برابر است با: x-1( ) پس ضابطهء

 f x
x x

x x

- =
+ < -

- ³

ì

í
ï

î
ï

1

1

2

1

2
1

1

4

1

4
1

( ) �

را 44744  d y x
1
3 2 4: - = خط قرینهء  معادلهء 
y پیدا می‌کنیم )جای x و y را عوض می‌کنیم.(: x= نسبت به خط

 d x y: 3 2 4- = Þ x عرض از مبدأ y= Þ - =0 2 4 �
 Þ = -y 2 �

 f مانند  تابع  یک  ضابطهء   3 2 4y x- = خط کنیم  فرض  اگر 
، ضابطهء تابع وارون آن یعنی y x= است، خط d، قرینهء آن نسبت به خط
 3 2 4y x- = f است، پس عرض از مبدأ خط d، برابر طول از مبدأ خط -1

است، بنابراین داریم:
 3 2 4y x- = Þ y طول از مبدأ x= Þ - =0 2 4  Þ = -x 2 �

خطی 44844 تابع  یک   f اگر  داشتیم  درس‌نامه  در 
باشد f و وارون f در دو صورت بر هم منطبق‌اند:

f باشد. x( ) x= الف(
y بر نیمساز ناحیهء اول و  x b= - + f باشد )چون خط x x b( ) = - + ب(
نیمساز می‌شود خودش(. پس حالا که  به  نسبت  قرینه‌اش  و  است  سوم عمود 

a باشد. = f باید1- x ax( ) = داریم1+
 y ax= +1 وارون تابع f را پیدا می‌کنیم: �

 Þ = - Þ = - ¾ ®¾¾ = -Ûax y x
a

y
a

y
a

x
a

x y1 1 1 1 1 �

y باید بر هم منطبق باشند، پس باید 
a

x
a

= -1 1 y و ax= حالا دو خط1+
a برابر1- باشد.

d نسبت 44944 x y b
2

2 3: - = d و ax by
1

8: + = دو خط
d2 را نسبت به نیمساز ناحیهء  به نیمساز ناحیهء اول و سوم قرینهء یکدیگرند پس قرینهء

 2 3 2 3x y b y x bx y- = ¾ ®¾¾ - =Û اول و سوم پیدا می‌کنیم: �
باشند پس  بر هم منطبق  باید   ax by+ = 8 2 و 3y x b- = حالا دو خط

ضرایب x و y و عدد ثابت دو خط باید با هم متناسب باشند:

 
- + =

+ =
ì
í
î

¾ ®¾¾¾¾ - = =
3 2

8

3 2

8

x y b
ax by a b

b´À  oM  ¢Lõ¹¶ �

 Þ = Þ =2

8
16

2

b
b b �

 Þ
= Þ - = = Þ = -

= - Þ - =
-

= - Þ =

ì

í
ï

î
ï

b
a

a

b
a

a

4
3 2

4

4

8
6

4
3 2

4

4

8
6

�

و  a = 6 یا و   - + = -6 4 2 می‌شود  a b+ که  b = 4 و  a = -6 یا پس 
. 6 4 2+ - =( ) a می‌شود b+ b که = -4

مثل همیشه برای پیداکردن ضابطهء تابع وارون، 45045
x را برحسب y پیدا می‌کنیم و سپس جای x و y را عوض می‌کنیم:

 y
x

xy y xy y=
-

Þ - = Þ = +1
1 1 1 �

 Þ =
+

Þ = +-x y
y

f x x
x

1 11( ) �

. f x
x

- = +1 1 1( ) پس x
x

x
x x x

+ = + = +1 1 1 1 و چون

 y dx b
cx a

= - +
-

y به صورت ax b
cx d

= +
+

در درس‌نامه دیدیم وارون تابع
است، پس:

 f x
x

x
x

f x x
x

x
x

( ) ( )=
-

= ´ +
-

Þ = +
-

= +-1

1

0 1

1

1

0

11 �
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y به شرطی 45145 ax b
cx d

= +
+

از درس‌نامه یادمان هست که تابع

 b = -2 باید  f x x
x b

( ) = +
+

2 3 تابع در   ، a d= - که است  خودش  وارون 

. f ( )0 3

2
= - f است و در نتیجه x x

x
( ) = +

-
2 3

2
باشد، پس

در درس‌نامه دیدیم که نمودار تابع هموگرافیک، 45245
نمودار تابع وارونش را روی نیمساز ناحیهء اول و سوم قطع می‌کند، یعنی روی خط 
. پس می‌توانیم مقدار x را از گزینه‌ها در ضابطهء تابع قرار دهیم و در هر  y x=

 y x
x

= +
-
4

2
کدام که y برابر x شد جواب است:�

 x y= Þ = +
-

= -1
1 4

1 2
5 �

 x y= - Þ = - +
- -

= -1
1 4

1 2
1 �

 x y= Þ = +
-

=4
4 4

4 2
4  �

 x y= - Þ = - +
- -

=4
4 4

4 2
0 �

 . x = 4 x و  = -1 پس جواب می‌شود 

y را با نیمساز ناحیهء اول و سوم تلاقی می‌دهیم: x
x

= +
-
4

2
تابع 

 y x
x

y x

x
x

x x x x
= +

-
=

ì
í
ï

îï
Þ +

-
= Þ + = -

4

2
4

2
4 2

2 �

 Þ - - = ¾ ®¾¾¾ = - =+ =x x x xa c b2
3 4 0 1 4, �

مساوی 45345 یا  بیشتر  اعداد  شامل   x + 3 برد

. پس  y = 2 x داریم = x باشد( به ازای1 f باید³0 -1 صفر است )پس دامنهء

. ) صدق می‌کند و جواب می‌شود  , )2 1 در وارون آن نقطه
ضابطهء تابع وارون و دامنه‌اش را به دست می‌آوریم:

 f -1 :ضابطهء y x y x= + Þ = +3 3
2 �

 Þ = - ¾ ®¾¾ = -«x y y xx y2 2
3 3 �

f -1 :دامنهء x y+ ³ Þ ³3 0 0 �

 Þ ³ Þ ³-f  joM  â¾¹¶Hj: y f : x0 0
1 �

f پس در وارون 45445 ( )5 0= در تابع f داریم:

می‌خورد. f که فقط به  - =1
0 5( ) آن

با توجه به گزینه‌ها هم باید ضابطهء تابع وارون و هم دامنهء آن را پیدا 
کنیم. برای پیداکردن ضابطهء تابع وارون داریم:

 y x x y= - - Þ - = -2 1 1 2 �

 2 2 2
1 2 4 4 1

 ·H¼U¾ ®¾¾ - = - Þ = - + +x y x y y( ) �

 Þ = - + ¾ ®¾¾ = - +«x y y y x xx y2 2
4 5 4 5 �

 f است و چون در f برابر برد f -1 f می‌گوییم دامنهء -1 و برای پیداکردن دامنهء
، می‌نویسیم: y x= - -2 1 داریم

 x x x f x- ³ Þ - - £ Þ - - £ Þ £1 0 1 0 2 1 2 2( ) �

؛ یعنی  x £ 2 f هم می‌شود -1 y و در نتیجه دامنهء £ 2 پس برد f برابر است با
 f x x x x- = - + £1 2

4 5 2( ) , تابع وارون برابر است با: �
در 45545  ( , )1 2 باید پس  می‌گذرد   ( , )2 1 از  f

می‌خورد. وارونش هم صدق کند که فقط به 

، x را برحسب y پیدا  x ³ 2 f با شرط -1 برای پیدا‌کردن ضابطهء
f برد خود تابع را پیدا می‌کنیم: -1 می‌کنیم و برای پیدا‌کردن دامنهء

 f -1 :ضابطهء y x x y x= - + Þ - = -2 2
4 5 1 2( ) �

 nm]¾ ®¾¾ - = - ¾ ®¾¾ - = -³y x x yx
1 2 2 1

2| | �

 Þ = + - ¾ ®¾¾ = + -«x y y xx y
2 1 2 1 �

 f y- = - + Þ ³1 2
2 1 1 â¾¹¶Hj : y (x ) �

 Þ ³ Þ ³-f  joM  â¾¹¶Hj: y f : x1 11 �
x پیدا می‌کنیم:45645 £ ضابطهء تابع وارون f را با شرط1

 y x x y x x= - ¾ ®¾¾¾¾¾ + = - +2 2
2 1 2 1

®¶I¨  ÍMo¶  ¾M  ®ÄkLU �

 Þ + = - ¾ ®¾¾¾¾ + = -y x y x1 1 1 1
2( ) | |´ÄoÃ¬ïÂ¶  nm] �

 SwH  ·¼ax y x x y£¾ ®¾¾¾¾ + = - + Þ = - + +1 1 1 1 1 �

 Hn »  ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶  Æ¼ø

y x y x¾ ®¾¾¾¾ = - + +1 1 �

 y a x b c= + + f است که با مقایسه‌اش با x x- = - + +1 1 1( ) پس
a برابر است با: b c+ - 2 c پس = b و1 = 1 a و = داریم1-

 - + - = -1 1 1 1
2( ) �

) را داریم پس در 45745 , )1 9 در خود تابع نقطهء
) بخورد. , )9 1 گزینهء درست باید

x را بر حسب y پیدا می‌کنیم و جای x و y را عوض می‌کنیم:
 y x x x y x x x= + + + Þ = + + + +3 2 3 2

3 3 2 3 3 1 1 �
 Þ = + + Þ + = -y x x y( ) ( )1 1 1 1

3 3 �
 Þ + = - Þ = - -x y x y1 1 1 13 3 �

 x y y x«¾ ®¾¾ = - -1 1
3 �

45845: x = - 1

2
در تابع فرض می‌کنیم

 x y= - Þ = - + =1

2

1

16
2
1

4
1

9

16
( ) �

x که فقط در  y= Þ = -9

16

1

2
پس در تابع وارون باید داشته باشیم

صدق می‌کند.
به توجه  با   ،y حسب  بر  را   x  ، y x x= - +4 2

2 تابع1 در 

 y x y x= - ¾ ®¾¾ = -( ) | |2 2 2
1 1

nm] - پیدا می‌کنیم: � < <1 0x

 - < <¾ ®¾¾¾ = - + Þ = -1 0 2 2
1 1

x y x x y �

 nm]¾ ®¾¾ = - ¾ ®¾¾¾ - = -- < <| |x y x yx
1 1

1 0 �

 Þ = - - ¾ ®¾¾ = - -«x y y xx y1 1 �

y است. x= - -1 پس تابع وارون

45945 f در   ( , )- -1 1 و  ( , )1 1 مرتب زوج‌های 
می‌خورد. f باشد که فقط به  -1 هستند و عکس آن‌ها باید در

قرار شد برای محاسبهء تابع وارون، x را برحسب y پیدا کنیم و سپس 
جای x و y را عوض کنیم. در تابع‌های دوضابطه‌ای )یا چندضابطه‌ای( این کار را 

برای هر کدام از ضابطه‌ها انجام می‌دهیم:

 f x

x x y x

x y y x

x x y x

y x y

x y

x y

( )

;

;
=

³ Þ =

Þ = ¾ ®¾¾ =

- - < Þ = - -

Þ = - ¾ ®¾¾ =

«

«

0

0

2 2

2 --

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

x2

�
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f که می‌تواند به  x
x x

x x
- =

³

- <

ì
í
ï

îï

1

2

2

0

0

( ) پس ضابطهء تابع وارون برابر است با

f نوشته شود. x x x( ) | |= صورت
نمودار تابع و وارونش را ببینید:

46046 . y = -2 x داریم = -2 در تابع f به ازای

می‌خورد. f صدق کند که فقط به  - - = -1
2 2( ) پس وارون آن باید در شرایط

x یک‌به‌یک نیست )تابع ثابت است.(. < -2 این تابع در 

از اول تابع را به یک تابع دوضابطه‌ای تبدیل می‌کنیم:

 f x x x f x
x x

x
( ) | | ( )= + + Þ =

+ ³ -
- < -

ì
í
î

2
2 2 2

2 2
�

x وارون‌پذیر است  ³ -2 بازهء y در  x= +2 2 تابع، ضابطهء از بین دو ضابطهء 
y یک تابع ثابت است که یک‌به‌یک نیست(. ضابطهء  = -2 )چون ضابطهء دیگر

تابع وارون را در این بازهء پیدا می‌کنیم:

 x y x x y y xx y³ - = + Þ =
-

¾ ®¾¾ = -«2 2 2 2
2

2
2: �

 y x= - 2
2 x و ³ -2 پس ضابطهء تابع وارون برابر است با: �

باید46146 ) می‌خورد پس  , )2 0 f نقطهء تابع  در 
این‌طور است! ) در وارونش صدق کند که فقط در  , )0 2

در  ببینیم  تا  می‌کنیم  رسم  را   y x x= -| |2 تابع نمودار  اول   
کدام بازه نزولی است:

 y x x
x x x

x x x
= - =

- ³

- + <

ì
í
ï

îï
| |2

2 2
2 2

2

2
 �

Þ

] نزولی است، ضابطهء تابع وارون را  , ]1 2 با توجه به شکل رسم‌شده تابع در بازهء
در این بازه پیدا می‌کنیم:

 1 2 2 1 1
2 2£ £ Þ = - + Þ - = - -x y x x y x( ) �

 Þ - = - ¾ ®¾¾ - = -( ) | |x y x y1 1 1 1
2 nm] �

 1 2
1 1 1 1

< <¾ ®¾¾ - = - Þ = - +x x y x y �

 x y y x«¾ ®¾¾ = - +1 1 �
 f x x- = + - £ £1

1 1 0 1(x) , پس ضابطهء تابع وارون در این بازه برابر است با:�
البته در گزینه‌ها، بازه‌های جواب به صورت باز آمده‌اند.

46246
می‌کش��یم، را   f نم��ودار 
و  x = 3 قدرمطلق‌ه��ا داخ��ل  ریش��ه‌های 
شکس��تگی نق��اط  هس��تند،   x = -1
شیب  و  هستند   B( , )-1 8 و  A( , )3 4-

2 و برای xهای  1 1- = نمودار برای xهای بزرگ
- است. ببینید: - - = -2 1 1( ) خیلی منفی،

وارونش دامنهء  ] صعودی است. پس  , )- + ¥4 برد و   [ , )3 + ¥ با دامنهء تابع 
) می‌گذرد. , )-4 3 x است و وارون آن از نقطهء ³ -4

تا  می‌کنیم  ساده  را   f x( ) | x | | x |= - - +2 6 1 تابع ضابطهء 
ببینیم در کدام بازه صعودی است.

 x y x x y x< - Þ = - + + + Þ = - +1 2 6 1 7 نزولی�
 - £ < Þ = - + - - Þ = - +1 3 2 6 1 3 5x y x x y x نزولی�
 3 2 6 1 7£ Þ = - - - Þ = -x y x x y x صعودی�

y پیدا کنیم: x= - 7 x و ³ 3 پس باید ضابطهء تابع وارون را برای

 y x

y x x y

y xx y

= - Þ

= - Þ = +

¾ ®¾¾ = +«

7

7 7

7

·»nH»  â¾õMIò: 

·»nH»  â¾¹¶Hj:xx x

y x

³ Þ - ³ -

Þ ³ - ¾ ®¾¾ ³ -

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

3 7 4

4 4
ÍMIU  nj
·»nH»

�

 f x x- = +1
7( ) x و ³ -4 پس ضابطهء تابع وارون برابر است با: �

x را در نظر می‌گیریم. > 4 در گزینه‌ها حالت تساوی را نداریم، پس 
داریم، 46346 را   ( , )- -1 4 نقطهء تابع  خود  در 

صدق می‌کند. ) را داشته باشیم که فقط در  , )- -4 1 پس در وارونش باید
 اول ضابطهء تابع را به ازای xهای مثبت و منفی به دست می‌آوریم:
 y x x= -3 | | �

 x y x x y x x y
³ Þ = - Þ = Þ =0 3 2

2
�

 x y y x«¾ ®¾¾ = 2 �

 x y x x y x x y
< Þ = + Þ = Þ =0 3 4

4
�

 x y y x«¾ ®¾¾ = 4 �

پس تابع وارون برابر است با:
 f x

x x

x x

- =
³

<

ì

í
ï

î
ï

1 2
0

4
0

( ) �

f است: -1 برابر x ساده کنیم  <0 x و حالا اگر گزینه‌ها را به ازای³0

 y x x
x x

x x
=

+
=

³

<

ì

í
ï

î
ï

3

8

2
0

4
0

| | �

) عبور می‌کند 46446 , )4 2 ) و , )0 0 تابع از نقاط
می‌خورد. ) باید در وارونش صدق کنند که فقط به  , )2 4 ) و , )0 0 پس

x جدا می‌کنیم و در هر حالت  <0 x و >0  ضابطهء تابع را به ازای
ضابطهء تابع وارون )به همراه دامنهء تابع وارون( را پیدا می‌کنیم:

 f x
x
x

x x

x
( )

| | | |
=

¹

=

ì
í
ï

îï

0

0 0
�
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 x y x y x y x xx y> Þ = Þ = ¾ ®¾¾ = >«
0 0

2 2 , �

 x y x y x< Þ = - - Þ = -0
2 �

 x y y x x«¾ ®¾¾ = - <2
0, �

گزینه‌ها  بین  از  و   f x
x x

x x
- =

³

- <

ì
í
ï

îï

1

2

2

0

0

( ) با است  برابر  وارون  تابع  پس 

f است. -1 برابر

46546 y x
x

=
+1 | |

) روی منحنی تابع , )0 0 نقطهء

با بررسی گزینه‌ها جواب  f هم صدق کند که  -1 ) باید در , )0 0 قرار دارد پس
. می‌شود 

ضابطهء تابع را به ازای xهای مثبت و منفی جدا می‌کنیم و در هر 
کدام، تابع وارون را پیدا می‌کنیم:

 y x
x

=
+

Þ1 | |
�

x )الف y x
x

y yx x x y y³ Þ =
+

Þ + = Þ - =0
1

1( ) �

 Þ =
-

¾ ®¾¾ =
-

«x y
y

y x
x

x y
1 1 �

x )ب y x
x

y yx x x y y< Þ =
-

Þ - = Þ + =0
1

1( ) �

 Þ =
+

¾ ®¾¾ =
+

«x y
y

y x
x

x y
1 1 �

از طرفی با توجه به محدودهء x در خود تابع در مورد تابع وارون داریم:

 f x

x
x

x

x
x

x
f x x

x
x- -= -

£ <

+
- < <

ì

í
ï

î
ï

Þ =
-

<1 11
0 1

1
1 0

1
1( ) ( )

| |
,| | �

x داریم46646 = f به ازای1 x x( ) = -2 در1
صدق می‌کند.  و  ) فقط در گزینه‌های  , )1 1 y و در گزینه‌ها نقطهء = 1
) در تابع معکوس صدق کند  , )7 3 ، پس باید  y = 7 x داریم  = 3 به ازای 

صحیح است. و 
 y yx x= - Þ = +2 1 2 1 x را بر حسب y پیدا می‌کنیم: �

 a b b ac
c

x y= Û =¾ ®¾¾¾¾¾¾ = +log log ( )
2

1 �

 y x y x»  ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶  Æ¼ø  Hn¾ ®¾¾¾¾¾ = +log ( )

2
1 �

برای 46746  ، f x(x) log ( )= - -
10

1 3 داریم:
پیداکردن ضابطهء تابع وارون x را برحسب y پیدا می‌کنیم:

 y x y x= - - Þ + = -log ( ) log ( )
10 10

1 3 3 1 �

 Þ - = Þ = ++ +x xy y
1 10 10 1

3 3 �

 x y x xy f x« + - +¾ ®¾¾ = + Þ = +10 1 10 1
3 1 3( ) �

x باشد: = 2 f اگر x x( ) log ( )= - -
10

1 3 روی نمودار
 y = - = - = - Þ - Îlog ( , ) f

10
1 3 0 3 3 2 3 �

f قرار داشته باشد که فقط در  -1 باید روی نمودار  ( , )-3 2 پس نقطهء
f صدق می‌کند. x x- += +1 3

10 1( ) یعنی

f یعنی در تابع وارون x برابر 2 است، 46846 -1
2( )
y باشد: = 2 پس در خود تابع باید

 y
x x x x

=
+

Þ
+

=
2

1

2

2

2
1

2

2
2

( ) ( )
�

 Þ + = Þ
+

= Þ + = ´2
1

2

4
2 1

2

4 2 1 4 2

2
2x

x

x

x
x x �

 Þ - ´ + =2 4 2 1 0
2x x �

2x داریم: t= حالا باید معادلهء نهایی به دست آمده را حل کنیم. اگر فرض کنیم

 ( ) ( )2 4 2 1 0 4 1 0
2 2x x t t- + = Þ - + = �

 D  x»n¾ ®¾¾ =
± -

Þ = ±t t
4 16 4 1 1

2 1

4 12

2

( ) ( )
( )

�

 = ± =
±

= ±4 2 3

2

2 2 3

2
2 3

( ) �

یعنی شود؛   1 از  بزرگ‌تر  باید   2x پس باشد،   x >0 باید چون  حالا 
 x = +log

2
2 3 2، پس در نتیجه:� 2 3

x = +

می‌شوند  حذف  و  گزینه‌های  پس  است،   x >0 چون

3 هر دو بین صفر و یک‌اند و لگاریتمشان منفی است(.  1- 2 و 3- )چون
که در معادله امتحانشان می‌کنیم: و  بنابراین می‌ماند 

 x = + Þ
+

=

+
+

log ( )

log ( )
log ( )

2

3 1

3 1

3 1

2
1

2

2
2

2

2 � 

 Þ
+ +

+ = Þ
+ + -

=
3 1

1

3 1

2
2

3 1
3 1

2

2
2 �

 Þ + =3 3 1 8    �
. x = +log ( )

2
2 3 یعنی هم نادرست است و جواب می‌شود  پس 

46946
تابع  نمودار  و   y x= - + +( )1 1

3 تابع نمودار 
معکوسش را در یک دستگاه مختصات رسم می‌کنیم:
همان‌طور که می‌بینیم منحنی تابع و وارونش یکدیگر 

را در یک نقطه قطع می‌کنند.

است، 47047 اکید  صعودی   f x x( ) = + 2 تابع
پس تابع وارونش را باید روی نیمساز ناحیهء اول و سوم قطع کند؛ یعنی در نقطهء
، پس می‌توانیم گزینه‌ها را امتحان کنیم: )هر عددی به x بدهیم y هم  ( , )a a

x y= - Þ = - + =1 1 2 1  باید همان شود.(�
x y= Þ = + =2 2 2 2  �

است. پس جواب 
نمودار  با   f x x( ) = + 2 تابع تلاقی  نقطهء  گفته  سؤال  چون 
معکوس آن و f اکیداً صعودی است، پس این نقطه روی نیمساز ناحیهء اول و سوم 

قرار دارد پس تابع را با نیمساز ناحیهء اول و سوم قطع می‌دهیم:

 y x
y x

x x x x= +
=

ì
í
ï

îï
Þ = + ¾ ®¾¾ = +2 2 22 2 ·H¼U �

 Þ - - =x x2
2 0 �

 a c b
xx

x
+ =

³
¾ ®¾¾¾ = - ¾ ®¾¾¾

=

ì
í
ï

îï

1

2

0·¼a ¡ï¡ïù
  ¡ï¡

�

نقطهء47147 f در  -1 یعنی وارونش  نمودار  و   f تابع  نمودار  چون 
صدق  دو  هر  ضابطهء  در   ( , )1 2 نقطهء پس  می‌کنند  قطع  را  یکدیگر   ( , )1 2

. f ( )2 1= f و - =1
2 1( ) f و در نتیجه - =1

1 2( ) f و ( )1 2= می‌کند، یعنی
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47247 ( , )1 2 نقطهء در   f -1 یعنی وارونش  تابع  و   f تابع  نمودار 
. در نتیجه  f -1 ) هم روی نمودار f است و هم روی نمودار , )1 2 متقاطع‌اند، پس

، بنابراین: f -1 ) هم روی نمودار f است و هم روی نمودار , )2 1 نقطهء

 f x ax b( ) = + �

 
( , )

( , )

1 2 2

2 1 1 2

4

2 1

Þ = + Þ

Þ = + Þ

ì
í
ï

îï

+ =
+ =

ì
í
î

a b

a b

a b
a b

�

 ( )-¾ ®¾¾ - = Þ = - Þ =a a b3 3 7 �
. a b- = -10 بنابراین:

می‌دانی��م تابع‌ه��ای چندجمل��ه‌ای درجهء زوج )ب��ا دامنهء47347
( هرگ��ز یک‌به‌ی��ک و وارون‌پذی��ر نیس��تند. بنابرای��ن ب��رای این‌ک��ه تاب��ع
f وارون‌پذیر باشد، باید  x a x a x a x x( ) ( ) ( ) ( )= + + + + + +1 2 4 3

4 3 2

. a = x4 حذف شود یعنی1- جملهء
، حالا باید تعداد نقاط  f x x x x( ) = + +3 2

3 3 پس ضابطهء تابع f برابر است با
x حساب کنیم: y= برخورد منحنی تابع f را با خط

 y x x x
y x

x x x x= + +
=

ì
í
ï

îï
Þ + + =

3 2
3 23 3

3 3 �

 Þ + + = Þ + + = Þ
=
= -
= -

ì

í
ï

î
ï

x x x x x
x
x
x

(x ) ( )( )2
3 2 0 1 2 0

0

1

2

�

y را در سه نقطه قطع می‌کند. x= پس منحنی تابع، خط
47447 y x= خط به  نسبت   f و   f -1 تابع نمودار  می‌دانیم 

) قطع کند،  , )a b y را در نقطهء x= - 2 f خط -1 قرینه‌اند، پس اگر نمودار
) قطع  , )b a y نسبت به نیمساز را، در نقطهء x= - 2 نمودار f خط قرینهء خط
y را نسبت به نیمساز ناحیهء اول و سوم پیدا  x= - 2 می‌کند. پس قرینهء خط

می‌کنیم و با f قطع می‌دهیم:
 y x x y y xy x= - ¾ ®¾¾¾¾¾ = - Þ = +2 2 2»  ÁI]

´Ã¹¨ïÂ¶  Æ¼ø  Hn �

f قطع می‌دهیم: x x x( ) = + +3
y را با تابع1 x= + حالا خط2

 y x x
y x

x x x x= + +
= +

ì
í
ï

îï
Þ + + = + Þ =

3
3 31

2

1 2 1 �

 Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾ == +x yy x
1 3

2SwH  Á»n �
نتیجه در  و   a = 3 و  b = یعنی1 است؛   ( , )1 3 همان  ( , )b a نقطهء پس 

. a b+ = 4
47547 f -1 تابع نمودار  اگر 

 ( , )a a- نقطهء در  را  چهارم  ناحیهء  نیمساز 
قطع کند، نمودار خود تابع، نیمساز ناحیهء دوم 
) قطع می‌کند )به شکل  , )-a a را در نقطهء

فرضی که کشیده‌ایم، نگاه کنید!(.

y قطع  x= - f را با نیمساز ناحیهء دوم یعنی x x
x

( ) = - 2 پس نمودار تابع
می‌دهیم:

 y x
x

y x
x

x
x x

x
x

= -

= -

ì
í
ï

îï
Þ - = - Þ

-
= -

2 2 22
�

 Þ - = - Þ = Þ =x x x x2 2 2 2
2 2 2 1 �

 ³»j  â¾ÃeIº  ¡ï¡ïù
 ¡ï¡

¾ ®¾¾¾
=
= -

ì
í
î

x
x

1
1

�

. a = - و در نتیجه1 = -a پس1

g در نقطه‌ای به 47647 x x( ) = -9
2

f خط -1 اگر نمودار تابع

به  y نسبت  x= -9
2

f خط قرینهء خط تابع  a قطع کند، نمودار خود  طول
a قطع می‌کند، پس اول قرینهء  نیمساز ناحیهء اول و سوم را در نقطه‌ای به عرض

y را پیدا می‌کنیم: x= -9
2

خط

 y x x y y xy x= - ¾ ®¾¾¾¾¾ =
-

Þ - =9

2

9

2
9 2

»  ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶  Æ¼ø  Hn �

 Þ = +y x2 9 �

f قطع می‌دهیم: x x x( ) = - -2
2 3 y را با نمودار تابع x= +2 حالا خط9

 y x x
y x

x x x= - -
= +

ì
í
ï

îï
Þ - - = +

2
22 3

2 9

2 3 2 9 �

 Þ - - = Þ + - =x x x x2
4 12 0 2 6 0( ) ( ) �

 Þ
= -
=

ì
í
î

³
x
x

2

6
1

 ¡ï¡ïù
 ¡ï¡

SwH  ·¼a( x ) �

x پیدا می‌کنیم: = 6 حالا مقدار عرض نقطه را به ازای
 x y= Þ = + = Þ =6 2 6 9 21 21( ) a �

f و از طرف 47747 x x( )- =1
2 f پس x x( ) ( )= +1 2 داریم

 f x-1( ) تابع نمودار  سپس  و   f x( ) نمودار اول   f x- -1( ) رسم برای  دیگر 
اول و سوم را رسم می‌کنیم و بعد  ناحیهء  به نیمساز  یعنی قرینهء نمودار نسبت 
yها  محور  به  نسبت  را   f x-1( ) تابع نمودار  قرینهء  یعنی   f x- -1( ) نمودار

x است.( > می‌کشیم: )در تمام این‌ها حواسمان هست که دامنهء تابع1-

Þ

Þ

را   f x- -1( ) و  f x( )-1 نمودار حالا 
در یک دستگاه رسم می‌کنیم:

نقطه‌ای  هیچ  در  را  یکدیگر  نمودار  دو 
قطع نمی‌کنند.
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fof از زوج 47847 ، پ��س تاب��ع1- ( ) ( )fof x x- =1 گفتی��م
 fof -1 ‌مرتب‌هایی تشکیل شده است که x و yشان برابر است و فقط باید دامنهء
 D D R

fof f f- -= =1 1 را پیدا کنیم: �
Rf و در نتیجه: = { , }2 3 ، پس f = {( , ) , ( , )}1 2 2 3 و چون

 fof - =1
2 2 3 3{( , ) , ( , )} � 

g و در نتیجه:47947 f= ، پس1- ( ) (x) xfog = چون
 f = {( , ) , ( , ) , ( , )}1 4 2 3 3 5 �

 Þ = =-f g1
4 1 3 2 5 3{( , ) , ( , ) , ( , )} �

 ( , )a b شکل به  دیگری  مرتب  زوج‌های  می‌تواند   g البته 
داشته باشد. فقط نباید ۱ و ۲ و ۳ باشد. به همین دلیل این جواب، تنها 
قابل  g هم  = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}4 1 3 2 5 3 7 8 مثلاً نیست،   g انتخاب 

قبول است.

داریم48048  x f g x® ® ® ماشین به  توجه  با 
، بنابراین: g f= ) پس1- ) ( )gof x x=

 f x x g x x( ) ( )= - Þ = +
2 1

1

2
�

 g f x x( ) ( )0 0 0 2 1
1

2

1= Þ = - Þ =- �

رسم 48148 برای  و  است   ( ) ( )fof x x- =1 همواره می‌دانیم 

fof را پیدا کنیم. طبق آن‌چه در  -1 ) فقط باید دامنهء ) ( )fof x-1 نمودار تابع
 D D R

fof f f- -= =1 1 درس‌نامه گفتیم:�
y که  x= ) یعنی همان خط ) ( )fof x x- =1 پس
] است که نمودارش  , ]1 2 دامنه‌اش برابر برد f یعنی بازهء

می‌شود:

همان48248  fof x-1( ) گفتیم
این‌جا  در  است.   f برد  آن،  دامنهء  فقط  است   y x=

] به  , ]-1 1 با دامنهء f اکیداً صعودی است پس برد آن 
] خواهد بود. , ]4 8 ] یعنی ( ) , ( )]f f-1 1 صورت

= طول پاره‌خط نمودار - + - = =( ) ( )4 8 4 8 32 4 2
2 2 �

48348 ( ) ( )f of x x- =1 می‌دانیم:�

 y x= +1 y برابر است با دامنهء تابع f of x= + -1 1( )( ) پس دامنهء تابع
چون و   x D

f of
Î -1 یعنی باشد.  تعریف‌شده   f of-1 آن‌که شرط  به 

y برابر می‌شود با: f of x= + -1 1( ) ( ) ، پس دامنهء تابع D D
f of f- =1

= دامنه + ³ Î{ | }1 0x x Df �

، پس: x £ 1 f برابر است با x x( ) = -1 از طرف دیگر دامنهء تابع
= دامنه ³ - £ = -{ | } [ , ]x x1 1 1 1 �

48448 ( ) ( ) ( ( ))fog f g- -=1 1
4 4 می‌دانیم: �

g-1 را پیدا کنیم:
4( ) پس اول باید حاصل

 g x
x

x
x

x x(x) = +
-

Þ = +
-

Þ - = +5 2

2 1
4

5 2

2 1
8 4 5 2 �

 Þ = Þ = Þ =-
3 6 2 4 2

1x x g ( ) �

 f x x x f g f( ) ( ( )) ( )= + Þ = = + =-2 1
4 2 4 2 6 �

48548 f = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 5 3 4 4 6 اول با توجه به این‌که 

gof را پیدا می‌کنیم: -1 f و -1 ، ضابطهء g = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 3 4 2 5 6 3 1 و

 f
g

- =
=

1
2 1 5 2 4 3 6 4

2 3 4 2 5 6 3 1

{( , ),( , ),( , ),( , )}
{( , ),( , ),( , ),( , )}

Þ =-gof 1
5 3 4 1 6 2{( , ),( , ),( , )} �

g را پیدا می‌کنیم:
gof -1 gof را در نظر می‌گیریم و -1 حالا g و

 
g

gof

=

=-

{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}

{( , ) , ( , ) , ( , )}

2 3 4 2 5 6 3 1

5 3 4 1 6 2
1

�

 Þ = =-gof 1
4
2

1
5
6

3
4 2 5 2{( , ) , ( , )} {( , ) , ( , )} �

48648g of fog- - -=1 1 1( ) در درس‌نامه داشتیم:�
پس بهتر است اول fog و بعد وارونش را پیدا کنیم: 

 f = - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}0 1 2
1

2
3 2 1 5 �

 g = - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 3 5 2
1

2
0 4 6 �

 fog = - -{( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 5
1

2

1

2
1 �

 Þ = - --( ) {( , ) , ( , ) , ( , )}fog 1
2 1

1

2
5 1

1

2
�

. پس جواب می‌شود 
48748

. ( ) ( ) (fog) ( )g of- - -=1 1 1
8 8 ) پ��س ) ( )g of fog- - -=1 1 ‌می‌دانی��م1

، پس:  ( ) ( )fog a = 8 ) داریم ) ( )fog a- =1
8 حالا اگر فرض کنیم

 ( ) ( ) ( ( ))fog a f g a= Þ =8 8 �

 
f x x

g a g a
( )

( ) ( )
= -

¾ ®¾¾¾¾ - = Þ =
2

5
4 2

5
4 8

2

5
12 �

 Þ = ´ = ¾ ®¾¾¾¾ + == +g a a ag x x x( ) ( )12 5

2
30 30

3
3 �

 ÁnHm¬jkø¾ ®¾¾¾ =a 3 �

48848 ( ) ( )g of a- - =1 1
8 چون داریم:�

، بنابراین برای پیدا‌کردن  ( ) ( )fog a8 = ) و در نتیجه ) ( )fog a- =1
پس8

) را پیدا کنیم: ) ( )fog 8 مقدار a باید
 f = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}5 2 7 3 1 4 3 6 9 1 �

 g x x( ) = +5 9 �
 a fog f g f f= = = + = =( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )8 8 40 9 7 3 �

48948 ( )fog gof- - -=1 1 1 می‌دانیم:�

اول  باید   ( ) (x)fog- - =1 1
0 معادلهء  ریشه‌های  مجموع  پیدا‌کردن  برای  پس 

) را تشکیل دهیم: ) ( )gof x- =1
معادلهء0

 f x x y x x y( ) = + Þ = + Þ = -2 2 2 �
 x y y x f x x« -¾ ®¾¾ = - Þ = -2 2

1( ) �

 g x x x( ) = - +2 8 1
2 �

 2 2 8 2 1 0
2( ) ( )x x- - - + = ) را تشکیل می‌دهیم: � ) (x)gof - =1

0 معادلهء

 Þ - + - + + = Þ - + =2 8 8 8 16 1 0 2 16 25 0
2 2x x x x x �

مجموع  پس  است،   - b
a

برابر درجه‌دوم  معادلهء  ریشه‌های  مجموع  چون  و 

.S = - - =16

2
8 ریشه‌های معادلهء بالا برابر است با

D و دو ریشهء حقیقی وجود دارند. = - - >( ) ( )16 8 25 0
2 دقت کنید که
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اول49049 اگ���ر  پ��س   ، ( )fog g of- - -=1 1 م��ی‌دان��ی��م1

) است( و بعد وارونش را پیدا  )fog ) را پیدا کنیم )که همان1- ) ( )g of x- -1 1

 f x x- = +1 1( ) کنیم، ضابطهء fog را حساب کرده‌ایم، بنابراین: �

 g x x g of x x- - -= Þ = +1 2 1 1 2
1( ) ( ) ( ) ( ) �

 ( ) ( ) ( )fog x x- = +1 2
1 پس داریم: �

 y x y x= + ¾ ®¾¾ = +( )1 1
2 nm] حالا fog را پیدا می‌کنیم:�

 Þ = - ¾ ®¾¾ = - +x y x y y1 1 2
2 ·H¼U �

 x y y x x«¾ ®¾¾ = - +1 2 �

پس ضابطهء fog برابر است با:
 ( ) ( )fog x x x= + -1 2 �

49149 f = - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 3 1 2 4 1 3 0 داریم: �

 g = - - -{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}0 2 2 4 3 2 4 2 �
) را به ترتیب پیدا می‌کنیم: )( )fogof -1

3 حالا مقدار
 f g f g- -= Þ = = -1 1

3 2 3 2 4( ) ( ( )) ( ) �

 Þ = - =-f g f( ( ( ))) f ( )1
3 4 1 �

49249 g x x( ) = -3 1 و  f x( ) ترکیب از  تابع  این 
به صورت fog ساخته شده است. پس وارونش می‌شود:

 ( ) ( ) ( )fog x g of x- - -=1 1 1 �

 g x x- = +1 1

3
( ) g را بلدیم:� x( ) وارون

 g f x f x- -
-

=
+1 1

1
1

3
( ( )) ( ) پس:�

. حالا جای x و y را عوض می‌کنیم: y f x= -( )3 1 می‌نویسیم

 x f= -( y )3 1 �
f می‌گیریم: -1 برای تنها‌کردن y، از دو طرف

 f x f f y y y f x- -
-

= - = - Þ = +1 1
1

3 1 3 1
1

3
( ) ( ( )) ( )


kºoMïÂ¶  ¸ÃM  pH  Hn   o«ÄkµÀ
�

داریم49349
g نتیجه a- =1 1( ) . از g a- =1 1( ) f و - =1

5 3( ) ، g x f x( ) ( )= + +2 1 1

، پس: g a( )1 = می‌گیریم
 g x f x g a f a( ) ( ) ( ) ( )= + + Þ = Þ + =2 1 1 1 3 1 �

، بنابراین: f ( )3 5= ، پس f - =1
5 3( ) از طرفی دیگر چون

 f a a a( )3 1 5 1 6+ = Þ + = Þ = �

ت��اب��ع49449 در  پ���س   ، ( ) ( )fof x x- =1 م���ی‌دان���ی���م
f به ازای xهای عضو برد f، داریم: (x) x [x]= +

 ( ) ( / ) /fof - =1
4 5 4 5 �

در   4 5/ عدد پس  ؛  4 5/ می‌شود  f ( / )2 5 تابع این  در   

را   fof -1
5 5( / ) سؤال همین  اگر  مثلاً  اما  بود.   ) f -1 دامنهء )و   f برد 

5 در برد تابع 5/ است یعنی موجود نیست. چون عدد بخواهد جواب 
y از  x x= + [ ] y قرار ندارد. راستش را بخواهید برد تابع x x= + [ ]

. ( )k Î ] ساخته شده است. , )2 2 1k k + بازه‌های

49549 f ( )1 1 2= + در تابع f داریم:�

 g k( ) ( )1 2 1 2
1

1 2

+ = + -
+

)g باشد: � )1 2 1+ = پس در g باید

 = + - -
+ -

= + -k k(
( ) ( )

) (1 2
2 1

2 1 2 1

1 2

´Ã¹¨ïÂ¶  IÄ¼¬  Hn  Zoh¶
� ��� ���

(( )) k2 1 2- = �

 Þ = Þ =2 1
1

2
k k �

gof باشند، پس داریم: x x( ) = fog و x x( ) = گفتیم باید
 gof x g f x( ) ( ( ))= �

 g x
f x k x x

x

  nj    ÁI]ï¾M
.´ÃÀj  nHo¤    kÄIM( ) (¾ ®¾¾¾¾¾¾ + + -2

1
1

++ +x2 1
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+ + -

+ +
=

+ + + + -

+ +
k

x x

x x
k

x x x x

x x

( )2 2

2

2 2 2

2

1 1

1

1 2 1 1

1

�

 = + +

+ +
=

+ +

+ +
= =k x x x

x x
k x x x

x x
k x x2 2 1

1

2 1

1

2

2 2

2

2

2

( ) ( ) �

 Þ =k 1

2
�

صعودی 49649 اکیداً  تابع  یک   f x x x( ) = - +3

2
2 تابع

y هر دو اکیداً صعودی‌اند، پس  x= 2 y و x= -1

2

3

2
است چون تابع‌های

نقطهء برخورد تابع f و تابع وارونش روی نیمساز ناحیهء اول و سوم متقاطع‌اند:

 y x x

y x

x x x
= - +

=

ì
í
ï

îï
Þ - + =

3

2
2 3

2
2 �

 Þ = - - Þ = +
2

3

2
2

3

2
x x x x x �

 Þ = + ¾ ®¾¾ = + +4 3 16 6 9
2 2x x x x x ·H¼U �

 Þ - + = ¾ ®¾¾¾
=

= =

ì
í
ï

îï

+ + =x x
x

x c
a

a b c2 0
1

2

10 9 0

1

9
�

)B متقاطع‌اند که فاصلهء آن‌ها می‌شود: , )9 9 )A و , )1 1 پس دو نمودار در نقاط

 AB = + =8 8 8 2
2 2 �

ت��اب��ع49749 وارون  ت���اب���ع  ض���اب���ط�ه� ء

f را پیدا می‌کنیم:  x x x( ) = + +4 8

 y x x y x= + + Þ = + +4 8 2 4
2( ) �

 Þ - = +y x4 2
2( ) �

 Þ + = - Þ = - -x y x y2 4 4 2 �

 2
4 4 4 4

 ·H¼U¾ ®¾¾ = - - - +x y y �

 Þ = - - ¾ ®¾¾ = - -«x y y y x xx y4 4 4 4 �

f نتیجه  x x a x b- = - -1( ) f و x x x- = - -1
4 4( ) حالا با مقایسهء

 ) f -1 x )یعنی دامنهء c³ . از طرفی دیگر در شرط b = 4 a و = 4 می‌گیریم
f x x( ) ( )= + +2 4

2 برای پیدا‌کردن مقدار c باید برد f را پیدا کنیم: �

 x x x³ Þ + ³ Þ + ³0 2 2 2 4
2( ) داریم:  �

 Þ + + ³ Þ ³( ) : yx f2 4 8 8
2  joM �

 a b c+ + = + + =4 4 8 16 c باشد و در نتیجه: � = 8 بنابراین باید
دو تابع را ترکیب کنیم و مساوی x بگذاریم:
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 f x x a x b- = - -1( ) �

 f x x( ) ( )= + +2 4
2 �

 ( ) ( )x a x b x+ + - + + - =2 4 2 4
2 2 ترکیب کنیم: �

 Þ + + - + + - =x x a x x b x4 8 4 8 �

 Þ + = + + -4 8 4 8x a x x b �

 a x x x b=
¸¾ ®¾¾ + = + + -4

4
2 4 8 �

 2
4 4 4 8 4

 ·H¼U  ¾M¾ ®¾¾¾ + + = + + - Þ =x x x x b b �
c شروع برد f است که چون f همواره صعودی است، داریم:

 f x x x Df( ) [ , )= + + = + ¥4 8 0 �

 Áj¼÷Å f
fR f c f¾ ®¾¾¾ = +¥ Þ = =[f( ) , ( )) ( )0 0 8 �

داری����م49849  f x
x

x( ) = -
+

2 1

2 1

ت���اب���ع در 

یعنی در  فقط  که  باشد   f ( )1
3

1= باید وارون  تابع  در  پس   f ( )1 1

3
=

y صدق می‌کند. x
x

= +
-

log
2

1

1

شده  ساخته   h x x
x

( ) = -
+

1
1 و  g x x( ) = 2 تابع دو  ترکیب  از   f

h است. پس داریم: x x
x

- = - -
-

1 1
1( ) g و x x- =1

2
( ) log که وارون آن‌ها

 f hog g oh x
x

x
x

- - - -= = = - -
-

= +
-

1 1 1 1

2 2

1

1

1

1
( ) log log �

، x را برحسب y پیدا می‌کنیم: y
x

x=
-

+

2 1

2 1

داریم

 y y y y y
x

x
x x x x= -

+
Þ + = - Þ - = +2 1

2 1

2 2 1 2 2 1( ) ( ) �

 Þ - = + Þ =
+

-
2 1 1 2

1

1

x xy y y
y

( ) �

 ´TÄnI«²  þÄo÷U  ¢Lö¾ ®¾¾¾¾¾ =
+

-
x y

y
log

2

1

1
�

 x y y x
x

«¾ ®¾¾ = +
-

log
2

1

1
�

y است. x
x

= +
-

log
2

1

1
پس تابع وارون

49949 x = 25 ازای به   f x x( ) log= 5 5 در

x داشته باشیم = 5 y پس در تابع وارون باید به ازای = =5 5

1

2 داریم
y صدق می‌کند. x= 5 5log یعنی y که فقط در  = 25

y مقدار x را برحسب y پیدا می‌کنیم. برای این  x= 5 5log از رابطهء
کار از طرفین )در مبنای ۵( لگاریتم می‌گیریم:

 y yx x= Þ =5 55
5 5

5log loglog log �
 Þ = Þ =log log log log log5 5 55 5 5y yx x �

 ´TÄnI«²  þÄo÷U¾ ®¾¾¾¾ =x ylog5 5 �

 Þ = Þ =( )log log log logx xy y y y5 5 5 55 5 �

 x y y x«¾ ®¾¾ = 5 5log �

50050 g x f x f x( ) ( ) ( )= + مثل سؤال قبل، داریم: �

g-1 را می‌خواهیم:
6( ) f و مقدار x x- =1 3

2( ) و

 
g a g a

g a f a f a
f a f a

- = Þ =

= +

ì
í
ï

îï
Þ + =

1
6 6

6
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) �

 . f a t( ) = f یک معادله است و اگر فرض کنیم a f a( ) ( )+ = 6 تساوی

 t t t t
t
t

2
6 0 2 3 0

2

3
+ - = Þ - + = Þ

=
= -

ì
í
î

( ) ( ) داریم: �

t قابل قبول است؛ یعنی: = 2 ، پس فقط مقدار t f a= ( ) و چون
 f a f a a f( ) ( ) ( )= Þ = Þ = -

2 4 4
1 �

 Þ = = =a 2 4 8 23 3( ) �

g کاری می‌کنیم 50150 x f x( ) ( )= +2 5 رابطهء در 

. پس: -3 f ساخته شود! چه کار؟ به جای x می‌گذاریم ( )-1 که
 x g f=-¾ ®¾¾ - = -3

3 1( ) ( ) �
)g و داریم: )-3 f می‌گذاریم ( )-1 حالا در صورت سؤال به جای

 f g f f g g- - - -- = -1 1 1 1
1 3( ( ( ))) ( ( ( ))) �

 g g x x f
- = -¾ ®¾¾¾¾ = -
1

1
3

( ( )) ( ) �
3- قرار دهیم: f باید -1 پس در ضابطهء

 f - - =
-

+ - ´ = -1
3

31
3

9
3 9 6( ) ( ) ( ) �

g می‌توانیم بنویسیم: x f( ) ( x )= +2 5 از رابطهء

 g x f x x g f x( ) ( ) ( ( ))= + Þ = +-
2 5 2 5

1 �

 x g f x= +-1
2 5( ( )) f را می‌خواهیم. پس در تساوی f- - -1 1 1(g ( )) حالا

: x = -3 2 شود، یعنی 5 1x + = - به جای x باید عددی بگذاریم که
 x g f= - Þ - = --

3 3 1
1( ( )) �

f به راحتی به دست می‌آید: g f- - -1 1 1( ( ))) حالا مقدار 

 f f f- - -- = - =
-

+ ´ -1 1 1
3

31 3
3

9
9 3(g ( ( ))) ( ) ( ) ( ) �

 = - - = -27

9
3 6 �

نمودار تابع را رسم50250

استفاده   ( , ]-2 3 بازهء از  رسم  )برای  می‌کنیم: 

 f x x( ) | |= - +3

2
1 1 می‌کنیم.( �

( , ), ( , ) , ( , )-2 5
2

3
1 3

9

2
�

. [ , )1 5 حالا با توجه به نمودار، برد تابع برابر است با

 - < £3
3

2

9

2
x - داریم: � < £2 3x به ازای

- و قدر مطلق آن بین صفر و ۴ خواهد بود. < - £4
3

2
1

7

2
x پس

 0 1
3

2
1 1 4 1+ £ - + < +| |x پس با اضافه‌کردن یک واحد داریم: �

] است. , )1 5 یعنی برد تابع با این دامنه به صورت
نمودار تابع را رسم می‌کنیم:50350
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